学 校 : 华东 师范 大 学 第 二 附属 中 学 
省 份 :， 上 海 市 
指导 教师 : 戴 中 元 


论文 题目 ， 形 如 a +0 = c? 的 简单 指数 方程 解 
的 无 理性 判定 


摘要 


从 高 一 数学 课堂 上 求 指数 方程 3 + 4z = 57 的 解 出 发 ,我 们 利用 有 理 数 
域 代数 扩张 的 方法 给 出 a* +b” = c? 的 简单 指数 方程 解 是 有 理 数 或 无 理 
数 的 判定 方法 .对 于 方程 左边 多 于 两 项 的 情况 ,如 a 了 tagt tat 一 dr 
的 方程 ,要 判定 解 是 否 是 无 理 数 是 个 比较 困难 的 问题 ,我 们 根据 已 有 的 
结论 得 到 若 方 程 无 整数 解 , 则 此 时 方程 的 解 不 可 能 是 分 母 为 2 的 有 理 
数 .最 后 我 们 根据 有 理 数 域 代数 扩张 的 方法 ,得 到 在 某 些 特殊 情况 下 方 
程 的 解 不 可 能 为 分 母 是 某 些 数 的 有 理 数 


天 键 词 : 指数 方程 代数 扩张 单位 根 


Abstract 


Starting from the roots of the equation 3” + 4” = 5” discussed in the 
Tenth Grade, we utilized the method, the algebraic extension of the ra- 
tional number field, to produce the ways to judge whether the roots of 
the basic exponential equation with a form as a” +b” = c” are rational 
or not. For equations with more than two terms on the left side, as 
is the equation af + aj +---+a;, = d”, the determination of whether 
the root was irrational was comparatively difficult. Therefore, based 
on present theories, we merely provided a conclusion that if the equa- 
tion doesn’t have integer roots, the roots won’t be a rational number 
with a denominator of two. Finally based on the method, the algebraic 
extension of the rational number field, we concluded that under special 
occasions, the root of the equation can’t be some rational numbers with 


certain denominators. 


Keywords:exponential equation, algebraic extension, unit root 


高 一 数学 课堂 上 ,我 们 曾经 利用 指数 函数 的 单调 性 分 析 并 证 明 方 
时 37 + 4 = 57 唯一 整数 解 为 z = 2 ,方程 32 + 4" 十 5* = 6" 的 唯一 整数 
Fær = 3. 同 理 可 证 3? + 47 = 67 没有 整数 解 . 课 后 ,我 们 进一步 猜想 

该 方程 没有 有 理 数 解 .为 此 ,我 们 对 形 如 a? + b” = 实 及 相似 的 简单 指数 

方程 ,由 简 入 难 地 进行 了 分 析 , 证 明了 该 方程 不 存在 有 理 数 解 ,并 在 更 多 

项 的 情况 下 得 到 了 一 些 推论 . 


ay >H 
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程 的 研究 


以 下 引 理 为 研究 过 程 中 用 到 的 结论 : 

引 理 1， 多 项 式 y* 一 d 在 有 理 数 范围 内 能 因 式 分 解 的 充 要 条 件 是 存 
在 m(m € Z*\{1}) 使 得 dg = dP, He = rim. 其 中 qi1,x1 均 为 正 整数 . 
WEAR: 充分 性 : 当 存 在 这 样 的 m 时 , 原 方程 可 化 为 (2)7m = dy. eb 
PR Mays! = dy WY JRA PE BO, EE BD A y 一 d1 这 一 个 因 式 ,可 分 解 . 
必要 性 :考虑 其 在 复数 范围 内 分 解 出 的 z 个 因 式 . 


y” — d= (y — Vda)(y — Vd) --- (y — Vdêr) 


H PE, éo ENN ove LIR Ry” 一 dA ARAY) KB Na, 那 
A È 1S BT aE Vde, 应 为 有 理 数 .由 于 d 是 整数 ,Yda 也 
就 一 定 是 整数 . 令 d = dh pN tid 为 整数 的 最 大 整数 ，Vdx 是 整 
数 , 则 z | ap.a < z,zx 不 整除 a, 因 此 可 令 x = hg, 其 中 h | aq | p, Ha = 
ayh,p = pig. hm =q. 下 证 4d = dP Ra = mah di r nee: 


d = dg’ = dy? = (do™)? = dif, 

dh = dj" €Z,m =—=heZ, 
iE. 
引 理 2. 设 K/F 为 任 一 扩张 ,a € 天 , 则 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 
(1)F(a)/F 是 代数 扩张 ， 
(2)a 在 F 上 是 代数 的 ， 
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(3)F(a)/f 是 有 限 扩 张 . 
当 有 一 条 件 成 立 ,[F(oa) : 门 等 于 a 的 次 数 . 
证 明 可 参考 [1]211 页 定理 3. 


将 形 如 类 似 于 3z + 4? = 6z 的 方程 表达 为 oz 十 加 = elab cE Q+). 我 
们 先 对 其 可 能 的 解 的 情况 进行 了 简单 的 分 析 , 得 到 如 下 结论 : 

不 妨 设 a < b, 

(将 方程 左右 同 除 cx, 化 为 (2)7 + OF = 4 由 指数 了 数 的 单调 性 可 
知 方程 的 解 唯一 

(2) 由 简单 观察 易 得 , 当 a +b < c 时 , 原 方程 无 整数 解 

(OJJEH EA fE, Ma, i > 0), 或 a,5 均 大 于 c(z < 0). 

(Da <b < c 将 方程 化 为 (< Ê= E, 由 于 (4) < O , 易 得 


< 


al 
<? 
gt 
y 


aS as 


解 不 等 式 组 ,得 到 z 的 取 值 范围 为 
max{logya) = 7 0} <T< log») 7 
(5)IFI(2), Arc < a < 也 可 得 z 的 取 值 范围 为 


1 1 
— loge) a <2< min{— loge) O}. 


为 了 简化 问题 ,我 们 先 讨 论 了 2 = 1 的 情况 . 
这 时 , 厂 该 方程 有 和 有理 数 解 , 则 存在 p,q (p, CN IER BL p A 1), 使 得 


q q 
c? — a? = 1, 


Sm = d = (1 +ar)P,n = al = (cz 一 1}, bee ee = 
1 十 Yn, 研究 这 个 简化 了 的 方程 ， 我 们 得 到 了 命题 1 
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命题 1. 形 如 Ym 一 Yn = 1(m,n € Zt, Ym 不 为 整数 ) 的 方程 不 存在 正 
整数 解 . 

证 明 : 假 设 存在 正 整 数 x, 使 得 原 方程 成 立 . 则 及 Ym = 1 十 Wn 


m= (lg Ov +--- +02 Yn)* 1 +n, 


说 明 Yn 是 一 个 x 一 1 次 整 系数 多 项 式 方程 的 根 . 义 Wn 是 方程 y? 一 n= 
0 的 根 . 因此 Wn 的 最 小 多 项 式 是 上 述 两 个 多 项 式 的 公 因 式 . 

分 情况 讨论 : 

1” 寿 ?一 n 是 Yn 的 最 小 多 项 式 ,而 其 义 是 一 个 x 一 1 次 整 系数 多 项 式 方 
程 的 根 , 予 盾 ! 

2” 帮 Wy? 一 nn 不 是 的 最 小 多 项 式 , 则 由 引 理 1 可 知 ， 

存在 d > 1, 使 得 n = nf, Hr = zid. 取 最 大 的 d, dinar (EAT FE (1) 可 化 
为 


YMm = 1+ ym, 
MQ Vm) = Q( n1). 由 引 理 2 可 知 Q( Ym) NT RRB Sth Ney. 
即 Q( Ym) 的 最 小 多 项 式 次 数 为 z1， 由 于 Ym 是 方程 y* — m 的 根 ,因此 
其 最 小 多 项 式 必 是 好 -m 的 一 个 因 式 .参考 引 理 1 的 证 明 . 将 y? 一 m 在 
复数 范围 内 分 解 为 z 个 因 式 的 乘积 , 即 


y” — m = (y — Vm) (y — Ymé2) --- (y — Yméz), 


HPE, E2 + Ee ALM ci AR. ym 的 最 小 多 项 式 即 取 其 中 的 zl 项 
相 习 ,其 常数 项 的 绝对 值 为 Ym?1, 必 然 是 个 有 理 数 . 即 Wm = ym. 由 
TARS RK y” 一 n1 是 yni1 的 最 小 多 项 式 .重复 1” 的 讨论 ,可 得 矛盾 . 


证 毕 


推广 1.1. 形 如 im 一 Yn = k(m,n eZt,k € Q, MEZ) 的 方程 不 存 
在 正 整数 解 
证 明 : 将 命题 1 证 明 过 程 中 的 1 由 k= 二 代 苦 ,仍然 可 按 命题 1 方法 证 明 , 因 
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此 结论 也 成 立 . 
推广 1.2. 形 如 mr 一 Yn=k(mneZkeQ n £ ZDEN 


存在 正 整数 解 . 
证 明 : 该 方程 可 化 为 Wid 一 Yn? = k, 可 由 推论 1.1 得 到 


参考 命题 1 的 证 明 思 路 ,我 们 尝试 对 一 般 情况 下 方程 根 的 无 理性 进行 讨 
论 . 先 对 原 方程 a? 十 5b? = cz 作 如 下 处 理 : 
a, b, c 分 别 化 为 指数 为 整数 且 最 大 的 以 整数 为 底数 早 形 式 , 即 


cS aks, b= be, g= che, 
取 k = (ka, kp, ke) f Sy = kr. HURT Aas +b = 28k A 1) 
我 们 只 讨论 处 理 后 的 方程 .以 此 为 基础 得 到 了 命题 2: 


命题 2. Ha, b, c 化 为 最 简 的 需 形 式 时 指数 无 1 以 外 的 公 因 数 时 , 形 如 oz 十 
b? = c” (a,b,c EQ) 的 方程 ,有 不 存在 整数 解 , 则 不 存在 有 理 数 解 . 
证 明 : 方 程 左右 同 除 c?, 化 为 


同样 用 反 证 法 .大 原 方程 和 有 有理数 解 , 设 其 为 4(p, 9 均 为 互 质 的 正 整 数 ). 


人 人 p 
ay Aida’, b1, IAM, n, k.M 


ffi 


由 于 规定 a, b, cCA Se fia) AD ae FZ AT P TEL BA PF A A Bc, T A g 
的 最 小 多 项 式 为 y? 一 = 0. 由 命题 1 的 证 明 中 的 1” 同 理 ,可 得 矛盾 . 

应 用 命题 2 及 指数 函数 的 单调 性 ,我 们 可 以 快速 地 判断 上 述 指 数 方程 解 
是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 
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例 1 .方程 27z + 647 = 2167. 
(1) 将 方程 各 项 化 为 底数 最 小 的 整数 指数 贤 形 式 ， 


337 十 497 = 697, 


Sy = 3r, 3Y + 4¥ = 0. 

9) 化 为 (了 + (E) = 工 由 左边 函数 单调 减 ,可 知 方程 解 唯一 

(3)y = 1 时 ,方程 左边 大 于 右边 y = 2 时 左边 小 于 右边 可 知 无 整数 解 
因此 原 方程 的 解 是 无 理 数 


例 2. 方 程 17 + 47 = 97. 
(1) 将 方程 各 项 化 为 底数 最 小 的 整数 指数 贤 形 式 , 化 为 


122 An 927 = 327 


(2) 令 y = 2z, 可 得 到 方程 19 十 2Y = 39 有 整数 解 为 y = 1. 
因此 原 方程 的 解 为 有 理 数 了 


总 结 上 述 命 题 及 应 用 ,我 们 得 到 如 下 定理 ; 
定理 1 形 如 a? + b* = c* (a,b,c e QH) 的 方程 ,找到 最 大 的 正 整 数 k 使 
得 


at = ght, pt 二 bt 


Sy = jz, 则 化 简 后 的 方程 of + bf = cf: 

(1) 无 整数 解 , 则 原 方程 无 有 理 数 解 . 

(2) 有 整数 解 , 且 k | y, 则 原 方程 有 整数 解 . 

(3) 有 整数 解 , 且 不 满足 上 | y , 则 原 方程 有 非 整 数 的 有 理 数 解 . 


c” = cf* ,a1,61,c, EZ 
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我 们 试图 对 定理 1 在 方程 左边 为 na 项 和 的 情况 下 进行 推广 , 即 猜想 方程 
aj taz;+...ta,=d* 
若 按照 上 节 做 法 化 简 换 元 后 无 整数 解 , 则 无 有 理 数 解 . 
下 文 讨论 中 表示 有 理 数 解 的 4 均 表示 既 约 分 数 . 
引 理 3 KK o DF 了 为 I 上 的 扩 域 , 且 [K : FAR, W 
|K : F] = |K : E][E : F]. 
证 明 可 参见 [1]211 页 定理 4. 
利用 这 些 基本 的 结论 ,我 们 即 可 以 给 出 命题 3 的 证 明 : 
命题 3 iat 十 3 +... +a = qd? 的 方程 , 当 n = 3 时 , 若 无 整 数 解 , 则 
无 分 母 为 2 的 有 理 数 解 (经 过 同 命题 2 的 处 理 ,使 a1, 2,.… ,an 化 为 了 次 
RIB RIN ISB ILA REO ， | 
证 明 : 令 5 二 x(q 为 与 2 互 质 的 整数 ),m; = (Sq ES 
方程 化 为 Vi + ym = 1 一 mg, Q ymi + ym) = Q(Vms). 
数 域 对 于 四 则 运算 封闭 ,Q(T, ma) SAIC my + ma, 
BQ(Vi, Vma) 2 Q ymi + Vm), th = ymi- ym, 


alvin + vma) + (Vine ~ Va)] = vma, 


sl vim + yma) ~ (ima ~ vma] = ymz. 


Q(vmi, ym) © Q(/my + ymz), Q ymi, ymz) = Qymi + ym) 
下 证 [QT ym) : Q] # [IQ(Vm3) : Q]. 


10 
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CAQ) : Q] = [QT : Qh = 2, FRM, ym) : Q] = 
[Q(ym3) : Ql. 由 引 理 3, 可 知 : 


QVm, Vm) : Q| = [QVM : M[QA yma, ym) : QVm)] 


 [(Q(Yma) : QVmD) = 1,8 ym € QVm). 
根据 单 扩张 的 定义 (参见 [2]), 可 知 


Q(Vmi) = {ao + a1,/m41 (ag, a1 E Q)}. 


Jig = a + aymi 两 边 平方 ,ma = a2 + atm, 十 2a0a1VMmi 左边 为 整 
数 ,右边 为 无 理 数 , [Qm ym) : Q] A [Qm : Q] 

与 假设 Q(Vmi + ym) = Q yma) Ý E EE. 

利用 下 面 这 条 已 知 的 结论 ,我 们 可 以 将 命题 3 E En > 3 的 情况 : 
引 理 4 Fray, a2, a3,... ,Qk 为 无 二 次 方 公 因 子 整 数 , 则 Yai， Di 
在 代数 上 线性 不 相关 . 

命题 4 形 如 ki1a7 + koag +--+ kna? = qd? 的 方程 , 若 无 整数 解 , 则 无 分 母 
为 2 的 有 理 数 解 (经 过 同 命题 2 的 处 理 ,使 a1,42,… ,an 化 为 KEER 
时 指数 无 1 以 外 的 公 因数 ) 

证 明 ， 同 样 令 z = 3((q,2) = 1), araz -o an RUA ABT AEM 
we, (47, (92)9, 0.0, (S) 无 二 次 方 公 因 子 . 由 引 理 4, 得 

(24), (2)2,..., (1 在 代数 上 线性 不 相关 . 即 


QUIN (2y oe (=y — 
ky (=) + ko a + + kn 7 + ko = 0, 


仅 当 (i =0,1,...,n) = OM RI. 然而 现 方程 中 50 = 一 1, 得 到 矛盾 .证 


毕 


引 理 3 中 ,如 果 能 将 其 推广 到 ai 至 史 的 大 于 2 甚至 任意 次 的 情况 ,问题 便 
迎刃而解 .然而 仅 证 明 二 次 根 式 的 线性 不 相关 就 已 相当 困难 .所 以 ,我 们 
可 以 通过 加 上 一 些 限制 条 件 , 尽 可 能 地 获得 特殊 情况 下 的 结论 . 
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引 理 5 若是 @ 的 到 次 代数 元 ,6 是 @ 的 m" 次 代数 元 , 且 (m,m) = 1, 则 a 填 6 
是 Q 的 mn 次 代数 元 . 

证 明 : 考 虑 数 域 Q(a) N QA), 

(Qa) N Q(B) : QQ : Q, (Qa) N Q(B) : QI][Q(s) : Q, 

(Qa) N QB) : Alm, (Qa) N Q(B) cm， 
X (m,n) = 1,.°. (Qa) N Q(B) : Q = 1, Q(a) N Q(B) = Q. 

考虑 a 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 f(x) 的 所 有 根 为 al = a,02,03,...,Am, 

6 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 g(z) 的 所 有 根 为 61 = 6, Bo, B3,... ,Bn. 

Fai + Bj; = ap + bp Mai — op = Bi — bj, 

由 Q(a) N Q(B) = Q, 可 得 i = k,l = j. 

则 此 时 f(ai 十 1 一 2) 与 9(z) 只 有 公 因 式 x 一 B1, 且 f(ai 二 PB1 一 x) Sg(x) h] 
系数 都 属于 数 域 Q(ai+61) ATAEQ(a1+61) [2] 内 存在 多 项 式 u(7x), v(x), 
1849 f(a1 + 61 — x)u(x) + g(x)v(x) = £ — b. 

所 以 ,61 = Qla af Br): Ql € Q(al =H b1). 

Q(a1, 1) E Qlar + 81), XQ(ai + 81) E Qo, £1), 

PrUAQ(a1, 81) = Q(ar + 1), 

因为 [Q(a1) :QQ 81) : Q, A) QQ 81) : Q, 

Bllm|(Q(a1, 61) : Q}, n| [Qla 1): Q, AA(m, n) = 1, 

Pr mn|[Q(ar, 81) : Q, 

因为 [Q(a1, 61) : Q] = mn 所 Qa + 61) : Q] = mn. 

所 以 ai 十 Bi(a 十 是 mm 次 代数 元 .证 毕 . 


利用 上 述 结论 ,我 们 对 有 非 整数 的 有 理 数 解 的 情况 下 解 的 分 母 不 可 能 
的 取 值 进行 了 讨论 .基本 思路 如 下 . 

形 如 a 了 +ah+---+a% = d(H ARS (i = 1,2,. ,个 化 为 (区 J 的 
Teak, Co 为 使 得 a; 为 整数 的 最 大 整 交 ) 所 有 的 w BA ARAL 
程 , 令 z = ?用 与 命题 ?相同 的 方法 ,将 其 化 为 mi tm? +t my? = 
1 的 形式 ,其 中 m1 = az zl 为 使 wi 是 整数 的 最 大 整数 我 们 通过 讨 
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论 xi(i = 1,2,...,n) 的 关系 ,得 到 若 解 为 既 约 分 数 4p 不 可 能 的 取 值 
我 们 来 看 两 个 例子 . 

例 3. 方 程 167 + 257 + 277 = 647. 

我 们 可 以 得 到 其 没有 分 母 为 6 的 有 理 数 解 ， 若 > = 区 , 则 方程 可 化 


AIO + /@O% + 7/O! = 13881 100/G! + (Oe 
然 为 9 的 因数 ,而 [Q(Z (3)") : Q = 2, 2 不 整除 9, 因 此 其 扩张 次 数 不 相 
等 ,得 到 矛盾 

我 们 也 可 以 得 到 它 的 解 不 可 能 是 分 母 为 30 的 有 理 数 .因为 这 时 
(OVE) + 4/9 : Qj 为 225 的 因数 ,而 [Q( Y/(G) : A = 10, 仍 不 
可 能 相等 . 上 面 方法 同样 可 以 用 于 证 明 分 母 为 6p,p 的 因子 不 含 2, 3 的 情 
况 . 即 上 述 方程 的 解 的 分 母 不 可 能 是 6p, (p, 6) = 1. 


上 面 方法 同样 可 以 用 于 证 明 分 母 为 6p,p 的 因子 不 含 2,3 的 情况 . 即 
上 述 方 程 的 解 的 分 母 不 可 能 是 6p, (p, 6) = 1. 


例 4. 方 程 2* + 547 + 1007 = 65536". 
我 们 可 以 得 到 其 没有 分 母 为 30 的 有 理 数 解 . 若 z = 二 站 则 方程 可 化 


nO + YR) + Var ~ 1 aH A + YH 0 
a A Gal 0 ee aa 
数 不 相 等 ,得 到 矛盾 . 

由 此 总 结 :针对 方程 


(所 有 zi 的 最 大 公约 数 为 1) 中 的 每 一 项 ,我 们 讨论 B; = 
母 为 p 时 第 i 项 的 扩张 次 数 . 若 任 Br， 至 B 两 两 互 质 (有 入 组 人 ae 
AREMA bka 至 Bk (kis. .s ky kj+ -o kn 是 1 En 的 排列 .)( 归 入 
组 B) 均 不 含有 的 因数 , 则 该 方程 若 无 整数 解 , 即 可 证 明 其 无 以 p 为 分 母 
的 有 理 数 解 . 
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方程 可 用 Bi(i = 1,2,… n) BARA TI 十 emat +--+ ym = 1, 若 能 
按 上 述 情况 分 组 , 则 根据 引 理 5A 组 扩张 次 数 为 14 = Bko hg, ++ Bp, p BA 
的 扩张 次 数 /有 A Op Be Ol hie 

Brey hey + * Bk 不 整除 Bk 1Bk,,，… Bk, 因此 两 组 有 理 数 域 上 两 组 数 的 和 
的 单 扩张 , 即 14 与 iB 扩张 次 数 一 定 不 相等 .矛盾 . 


然而 用 上 述 方法 能 确定 的 分 母 的 不 可 能 值 是 有 限 的 ,命题 5 在 找到 这 样 
的 值 的 情况 下 ,将 其 推广 到 了 无 限 个 数 : 

命题 5， 形 如 a? 十 a3 十 … 十 a% = A(R PARS = 1,2,...,n) 化 
a(S) 的 形式 ， (zi 为 使 得 a; 为 整数 的 最 大 整数 ), 所 有 的 zi 没有 公 因 
数 ) 的 方程 , 关 在 其 无 整数 解 的 情况 下 可 以 上 述 方法 证 得 其 无 以 p 为 分 
母 的 有 理 数 解 , 则 其 亦 没有 以 pg (AP (q, bk) = 1,i= 1,2,...,n) 
证 明 思路 : 仍 参照 上 方 的 讨论 ,符号 与 上 方 相 同 . 

… (14,9) = 1 分 母 为 pg 时 A 组 的 扩张 次 数 为 140,B 组 的 扩张 次 数 


为 Ipq* 的 因数 . 设 lA = c, 则 ct1Bq2, 可 得 14g+18q2, 即 1 A 
(14.8b 1 Bea" Pen] 


lp, 仍 能 从 扩张 次 数 推出 矛盾 . 

目前 我 们 对 于 更 多 项 情况 的 讨论 仍然 限定 于 特定 情况 下 ,未 能 找到 适 
用 范围 更 普 过 的 规律 .上 述 讨论 主要 的 目的 在 于 提供 一 种 思路 ,希望 能 
起 到 抛砖引玉 的 作用 . 
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